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Concursul ,,PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XV-a, Baia Mare, 26 noiembrie 2022

CLASA a Vll-a
Subiectul 1.
Se considera numerele B =b000....0b . Demonstrati ci +/B este numdr irational.
2n+1 ori
Subiectul 2.

Fie &a,a,,..,a; sapte numere naturale patrate perfecte distincte. Aratati ca exista doud dintre

ele a céror diferenta este multiplu de 20.

Subiectul 3.
Fie ABCD un trapez isoscel cu AB||CD,AB>CD. Notam cu O punctul de intersectie al

diagonalelor trapezului si M, N, P respectiv mijloacele segmentelor [OC],[OB]si [AD]. Stiind ca
PM = MN, aflati masurile unghiurilor APMN .

Subiectul 4.
Se considera patrulaterul convex ABCD cu ACBD={O}si E, F, M, N, P, R mijloacele

segmentelor [AB], [BC],[CD],[DA],[AC], respectiv [BD]. Demonstrati ca :

a) dreptele ME, NF, PR sunt concurente.

b) ON +OF:AD—J2rBC©OE+OM =AB;2CD.

Timp de lucru: 3 ore.
Fiecare subiect se noteaza cu puncte dela 0la 7.

SUCCES!
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Subiectul 1.
Se considera numerele B =b000....0b . Demonstrati ci +/B este numar irational.
2n+1 ori
Solutie :

Daci be{2,3,7,8} evident /B este numir irational, deoarece B nu este patrat perfect....1p

Dacid b=5, atunci B=5000....05 este divizibil cu 5, dar nu este divizibil cu 25 ; in concluzie

2n+1ori
nu este patrat perfect, de unde /B este numMAr irational................ccoouoeiiieeiiiieiiieeeiie e, 2p
Daca b=6, atunci B=6000....06 este divizibil cu 3, dar nu este divizibil cu 9 ; in concluzie
2n+1 ori
nu este patrat perfect, de unde ~/B €Ste Irational...............coouuuieiuuee i 2p
Pentru be{1,4,9} putem scrie B=b000....0b=b-1000...01.\Vom arata cd p=1000....01nu este
N— — N—

2n+1ori 2n+1ori 2n+1ori
2 - 2
patrat perfect. Avem (10”*1) <1000....01=10%"*2 +1<(10”+1+1) , Ceea ce aratd ci p nu este patrat
2n+1 ori

perfect, deci \/p este numdr irational si atunci /B este numar irational................................. 2p

Subiectul 2.

Fie a,a,,..,a; sapte numere naturale patrate perfecte distincte. Aratati ca exista doud dintre
ele a caror diferenta este multiplu de 20.
Solutie:

Ultima cifrd a unui numar natural patrat perfect apartine multimii {0,1,4,5,6,9}. Conform

principiului cutiei, exista cel putin doua dintre cele sapte numere cu aceeasi ultima cifra, fie acestea

By ST By B > B v enen ettt e 2p
Dacd ap = p%a,=9%p,geN=a,-a,=p> =0 =(P=a)(P+A) ceeeeorrrrrreeeeeeeeinnnnn. 1p
Cum ultima cifrd a lui a, —a, este 0, rezultd 5|(an —ay ) ....ovveeoveeeieiiiieeiieeeiees 1p
Dar p si  au aceeasi paritate = p—q:2 si p+q:2= 4|(am 80 ) e 2p
CUM (4,5)=1=520|(8n = 8p ) c+veeeereeiiee et 1p
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Subiectul 3.

Fie ABCD un trapez isoscel cu AB||CD,AB>CD. Notam cu O punctul de intersectie al
diagonalelor trapezului si M, N, P respectiv mijloacele segmentelor [OC],[OB]si [AD]. Stiind ca
PM =MN, aflati masurile unghiurilor APMN .

Solutie :

[MN] este linie mijlocie in ABOC = MN =%: MN :%: PM =%

AA?A
= J

. .

Din reciproca teoremei medianei rezulta ca ADMA este dreptunghicin M...................... 2p
In ADOC, [DM]este inaltime si mediani, rezulti ADOC este isoscel de bazd

[0C]= DO=DC.
Dar ABCD este trapez isoscel = DO =0OC = DO =0C = DC = ADOC este echilateral....... 2p

Deci «AOB =<«DOC =60° (opuse la varf) si «DCO=<«OAB =60’ (alterne interne) = AAOB
este echilateral = AN este mediana si Tnaltime = AAND este dreptunghic in N, [PN]este mediana

= PN D 2p
2

= PM =PN = MN = APMN este echilateral , deci toate unghiurile APMN suntde 60°............... 1p

Subiectul 4.

Se considera patrulaterul convex ABCD cu ACBD={O}si E, F, M, N, P, R mijloacele
segmentelor [AB], [BC],[CD],[DA],[AC], respectiv [BD]. Demonstrati ca :
a) dreptele ME, NF, PR sunt concurente.
b) ON +OF =AD—;BC<:>OE+OM =AB;2CD.
Solutie :
a) [EF]este linie mijlocie in AABC = EF || AC,EF =A—2C. 1)
[MN] este linie mijlocie in AADC = MN || AC,MN =A—2C. 2
Din (1), (2) = EF || MN,MN = EF, deci EFMN este paralelogram.

Daca notam cu {Q} =EM nNF, avem ca punctul Q este mijlocul Iui [FN]......cccooovviiiviiniiniiniicinne, 1p
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Analog se demonstreaza ca FPNR este paralelogram, rezulta ca Q este mijlocul lui [FN] si mijlocul
AIagonalel PR. ... 1p

Deci EM ANFAPR={Q}...............oooeei,

b) Vom demonstra ci ON +OF =22 +BC  ac 1 BD (1)

ON =", o&%:om +oF - AD+BC

IR R IR R
,» =" Presupunem ca AC 4 BD si avem cazurile:

1) m(<AOD) >90°.

,» <" Dacd AC LBD, avem ca [ON]si [OF] sunt mediane in AAOD si ABOC dreptunghice, deci
AD

)
ANt
~7 |
O
’ \ b
A |
4B | :
7S D 2 \
’:/ \\\ \ ~
/ \ \ s
‘/ y\l 2 : \
,"4/ \AN B N, O

Fie DS L AO.

[SN ] este mediana in AASD dreptunghic = SN = % = AN = ND = ANSA este isoscel «tNSA=<«SAN .

<«SON este exterior AAON = «SON > «OAN = <«OSN = SN >ON = AD >ON .

Analog % >OF , deci ON +OF <AD—+BC, fals

2) m(«xAOD)<90".
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Fie DT L AO.
O . AD
[TN ] este mediana in AATD dreptunghic =TN = —

Tn AOTN, <OTN este obtuz = ON >TN =%.

AD +BC

Analog OF >%, deci ON +OF > cfals

Analog se demonstreaza ci OE + OM = AB+CD < AC L BD. (2).

Din (1) si (2) rezulta concluzia.
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